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Verze A
1) Na R vysetfete bodovou, stejnomérnou a lokalné stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkei { f,}22,,
:En
fn(z) = 1+n!

2) Vystiete obor diferencovatelnosti funkce

n=1

kde -
Up () :/ nte”™ dt, n € N,

—0o
3) Sectéte fadu.
n?+n
2n

n=1
1) |fn] — 0 napfiklad z D’Alembertova kritéria pro konvergenci fad. Z nutné podminky pro konver-
genci fad dostavame lim, f,(z) = 0 pro kazdé = € R. Funkce |f,| jsou sudé a na [0, 00) rostouci. Protoze
lim, 100 | frn(2)| = 00, nekonverguji f,, stejnomérné na celém R. Pro libovolny uzavieny interval z R se ale

loc.
supremum |f,, — 0| d4 omezit funkéni hodnotou v krajnich bodech (diky monotonii). Proto f, = 0 na R.

nt?

2) Nejprve pomoci substituce z = e~ ™" zintegrujeme

z 2 ]. 2
/ nte™™ dt = —56_7“0 .

—0oQ
Geometrickd fada ), e™" je konvergentni, takze urcité existuje xo = %1 takové, ze ) un(xo) konverguje.
Daéle u, maji derivaci na celém R, kterd je rovna

/
n

7’L(E2

u, (x) = nxe”

VysSetiim-li supremum derivaci na R, zjistim, ze se nabyva v bodé x,, = \/szn a je rovno @ﬁe_l/ 2. Supre-
mum u, na libovolném okoli nuly tedy nekonverguje k 0 (konverguje dokonce k nekone¢nu), neni tedy splnéna
nutnd podminka stejnomérné konvergence rad. Pro pevny, uzavieny interval I z oboru (—oo,0)U (0, 00) jsou
ale od jistého n funkce u), na I monoténni a tak lze supremum odhadnout hodnotou v krajnich bodech.
Ovérime konvergenci fady suprem a konstatujeme, Ze byla splnéna posledni podminka pro to, aby jisté
platilo, ze funkce f je diferencovatelnd na R\ {0}.

3) Definujeme funkci

0 2
n“+n ,_
g(z) = Z on P
n=1
Jednd se o mocninnou fadu s polomérem 2 a stfedem 0. Uvnitf kruhu je [ [g(z) = 2> 02 (2/2) .
Dvakrat zderivujeme a dostavame
(4 —22)(2 — 2)% +2(4z — 22)(2 — 2)

9(z) = @) :

Tedy plati g(1) = 8, coz je soucet fady.



Verze B

1) Na [0, 1] vysetfete bodovou, stejnomérnou a lokélné stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkef { f,,}52 ;.

x2n

fn(il?) = 1_1_77 x

€ [0,1].

2) Vysetfete obor spojitosti funkce f a zjistéte, jestli ma f derivaci v bodé z = 1. Pokud ano, plati nerovnost

(1) =37
3) Sectéte fadu.

1) Je urcité f, — Ona [0,1) a fn(1) — 3. Z derivace je patrno, ze funkce f, je rostouci na [0, 1]. Supremum
vyrazu | f, — f| pres [0, 1] je rovno 1/2, (I kdyz se v Zddném bodé nenabyva!!l) nebot lim,_, ;- |fn(z)— f(z)| =
lim,_,;- |fn(xz) — 0] = 1/2. Funkce f,, nekonverguji stejnomérné k f na [0, 1]. Diky monotonii lze opét supre-

loc.
mum na uzavieném podintervalu [0, 1) omezit hodnotou v krajnim bodé. Je tedy f, = f na [0, 1).

2) Zvolme uzavieny interval I C R. Protoze je

x? — 2 =1

| Sin(

a funkce v argumentu sinu je monoténni na [0, oo)ﬁ] ina (—oo, 0]N1I, omezime supremum jednou z funkénich
hodnot v krajnich bodech intervalu I. Rada ), n~3/2 konverguje, tedy bude konvergovat i diky LSK fada
suprem. f je tedy spojitd na R.
Zderivujeme argument fady a vySetiime supremum na okol{ bodu x = 1. Dostavame

-1, 2z 4

o e < 1

Proto derivace na okoli jednicky konverguji stejnomérné (Weierstra}; > - 4n—3/2 konverguje) a funkce f ma
v bodé x = 1 derivaci, ktera je rovna
Z cos(0 n3/2

Sectenim nékolika prvnich ¢lenu zjistime, ze plati f (1) > 3.

3) Definujeme funkci

[o¢]
=2 m
£ 5"
Polomér konvergence je 5, stied 0. Uvnitf kruhu konvergence zintegrujeme [g(z) =z, "Z . Oznacme
0 n—1
nz
f(Z) - Z 5’
n=1

potom je kruh konvergence opét poloméru pét. Dalsi integrace dava
S )
z z
Z) = —_— =
Jrea=>% -
n=1

; 54z
Q(Z)Z(W) —5'm’

Tedy g(1) = 15/32, coz je soucet fady.



