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Verze A

1) Na R vyšetřete bodovou, stejnoměrnou a lokálně stejnoměrnou konvergenci posloupnosti funkćı {fn}∞n=1,

fn(x) =
xn

1 + n!
.

2) Vyštřete obor diferencovatelnosti funkce

f(x) =

∞∑
n=1

un(x),

kde

un(x) =

∫ x

−∞
nte−nt2 dt, n ∈ N.

3) Sečtěte řadu.
∞∑
n=1

n2 + n

2n

1) |fn| −→ 0 např́ıklad z D’Alembertova kritéria pro konvergenci řad. Z nutné podmı́nky pro konver-
genci řad dostáváme limn fn(x) = 0 pro každé x ∈ R. Funkce |fn| jsou sudé a na [0,∞) rostoućı. Protože
limx→±∞ |fn(x)| = ∞, nekonverguj́ı fn stejnoměrně na celém R. Pro libovolný uzavřený interval z R se ale

supremum |fn − 0| dá omezit funkčńı hodnotou v krajńıch bodech (d́ıky monotonii). Proto fn
loc.
⇉ 0 na R.

2) Nejprve pomoćı substituce z = e−nt2 zintegrujeme∫ x

−∞
nte−nt2 dt = −1

2
e−nx2

.

Geometrická řada
∑

n e
−n je konvergentńı, takže určitě existuje x0 = ±1 takové, že

∑
n un(x0) konverguje.

Dále un maj́ı derivaci na celém R, která je rovna

u′n(x) = nxe−nx2

.

Vyšetř́ım-li supremum derivaćı na R, zjist́ım, že se nabývá v bodě xn = 1√
2n

a je rovno
√
2
2

√
ne−1/2. Supre-

mum un na libovolném okoĺı nuly tedy nekonverguje k 0 (konverguje dokonce k nekonečnu), neńı tedy splněna
nutná podmı́nka stejnoměrné konvergence řad. Pro pevný, uzavřený interval I z oboru (−∞, 0)∪ (0,∞) jsou
ale od jistého n funkce u′n na I monotónńı a tak lze supremum odhadnout hodnotou v krajńıch bodech.
Ověř́ıme konvergenci řady suprem a konstatujeme, že byla splněna posledńı podmı́nka pro to, aby jistě
platilo, že funkce f je diferencovatelná na R \ {0}.

3) Definujeme funkci

g(z) =

∞∑
n=1

n2 + n

2n
zn−1.

Jedná se o mocninnou řadu s poloměrem 2 a středem 0. Uvnitř kruhu je
∫ ∫

g(z) = z
∑∞

n=1(z/2)
n = z2

2−z .
Dvakrát zderivujeme a dostáváme

g(z) =
(4− 2z)(2 − z)2 + 2(4z − z2)(2 − z)

(2− z)4
.

Tedy plat́ı g(1) = 8, což je součet řady.
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Verze B

1) Na [0, 1] vyšetřete bodovou, stejnoměrnou a lokálně stejnoměrnou konvergenci posloupnosti funkćı {fn}∞n=1,

fn(x) =
x2n

1 + xn
, x ∈ [0, 1].

2) Vyšetřete obor spojitosti funkce f a zjistěte, jestli má f derivaci v bodě x = 1. Pokud ano, plat́ı nerovnost
f ′(1) ≥ 3 ?

f(x) =
∞∑
n=1

sin(
x2 − 1

n3/2
)

3) Sečtěte řadu.
∞∑
n=1

n2

5n

1) Je určitě fn → 0 na [0, 1) a fn(1) → 1
2 . Z derivace je patrno, že funkce fn je rostoućı na [0, 1]. Supremum

výrazu |fn−f | přes [0, 1] je rovno 1/2, (I když se v žádném bodě nenabývá!!!) nebot’ limx→1− |fn(x)−f(x)| =
limx→1− |fn(x)− 0| = 1/2. Funkce fn nekonverguj́ı stejnoměrně k f na [0, 1]. Dı́ky monotonii lze opět supre-

mum na uzavřeném podintervalu [0, 1) omezit hodnotou v krajńım bodě. Je tedy fn
loc.
⇉ f na [0, 1).

2) Zvolme uzavřený interval I ⊆ R. Protože je

| sin(x
2 − 1

n3/2
)| ≤ |x

2 − 1

n3/2
|,

a funkce v argumentu sinu je monotónńı na [0,∞)∩I i na (−∞, 0]∩I, omeźıme supremum jednou z funkčńıch
hodnot v krajńıch bodech intervalu I. Řada

∑
n n

−3/2 konverguje, tedy bude konvergovat i d́ıky LSK řada
suprem. f je tedy spojitá na R.
Zderivujeme argument řady a vyšetř́ıme supremum na okoĺı bodu x = 1. Dostáváme

sup
x∈[0,2]

| cos(x
2 − 1

n3/2
)
2x

n3/2
| ≤ 1 · 4

n3/2
.

Proto derivace na okoĺı jedničky konverguj́ı stejnoměrně (Weierstraß;
∑

n 4n
−3/2 konverguje) a funkce f má

v bodě x = 1 derivaci, která je rovna

f ′(1) =
∞∑
n=1

cos(0)
2

n3/2
.

Sečteńım několika prvńıch člen̊u zjist́ıme, že plat́ı f ′(1) ≥ 3.

3) Definujeme funkci

g(z) =

∞∑
n=1

n2

5n
zn−1.

Poloměr konvergence je 5, střed 0. Uvnitř kruhu konvergence zintegrujeme
∫
g(z) = z

∑
n

nzn−1

5n . Označme

f(z) =

∞∑
n=1

nzn−1

5n
,

potom je kruh konvergence opět poloměru pět. Daľśı integrace dává

∫
f(z) =

∞∑
n=1

zn

5n
=

z

5− z
,

tedy f(z) = 5
(5−z)2

a dále

g(z) = (
5z

(5− z)2
)′ = 5 · 5 + z

(5− z)3
.

Tedy g(1) = 15/32, což je součet řady.
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